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Soluzioni esame scritto
Problema 1. In un condensatore piano, le cui armature hanno superficie S = 100 cm
e sono poste a distanza d = 1 cm, viene inserita parallelamente alle armature una lamina
metallica di spessore δ = 4 mm ed uguale superficie. La lamina viene posta ad uguale
distanza dalle due armature. Successivamente, una delle zone in cui risulta diviso il con-
densatore viene riempita con olio di costante dielettrica relativa r = 3. La tensione ai
capi del condensatore e` mantenuta costante da un generatore (staccato al punto v) e vale
V0 = 100 V. Calcolare:
i) La capacita` del sistema.
ii) La carica accumulata su ciascuna delle armature del condensatore.
iii) Il valore dei campi D ed E in tutto lo spazio.
iv) La carica accumulata sulle superfici della lamina e le cariche di polarizzazione presenti
nel dielettrico.
v) Successivamente, a generatore staccato, il condensatore viene svuotato dell’olio. Che
lavoro e` necessario compiere a questo punto per estrarre la lamina? Qual e` il valore
massimo della forza elettrica che agisce sulla lamina? (Si trascurino gli effetti di
bordo.)
Soluzione.
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Figure 1
i) La capacita` C del sistema si calcola come C = Q/V0 dove Q e` la carica accumulata
su ciascuna delle armature. Il potenziale tra le armature e` V0 =
∫
E · ds = ∫ d0 E(z)dz,
1
dove z e` l’asse indicato in figura 1. Applicando il teorema di Gauss per i dielettrici, si
trova che il campo D vale in modulo |D| = σ = Q/S sia nella regione con l’aria che in
quella col dielettrico. Di conseguenza abbiamo che:
• |E| = σ/(r0) per 0 < z < δ
• |E| = 0 per δ < z < d− δ
• |E| = σ/0 per d− δ < z < d
Integrando otteniamo V0 =
(d− δ)σ
20
(
1
r
+ 1
)
, quindi la capacita` del sistema e`:
C =
2S0
d− δ
(
r
r + 1
)
ii) La carica Q depositata su ciascuna delle armature e`:
Q = CV0 =
2S0V0
d− δ
(
r
r + 1
)
iii) I campi all’esterno del condensatore sono nulli, all’interno otteniamo:
• E = −σ/(r0)zˆ, D = −σzˆ per 0 < z < δ
• E,D = 0 per δ < z < d− δ
• E = −σ/0zˆ, D = −σzˆ per d− δ < z < d
iv) La carica depositata sulle superfici della lamina conduttrice e` -Q sulla superficie su-
periore (induzione completa) e +Q su quella inferiore. Per trovare la densita` di carica
di polarizzazione presente alle interfacce del dielettrico utilizziamo il teorema di Gauss,
considerando come superficie un cubetto con facce di area A posto all’interfaccia tra dielet-
trico e lamina, troviamo: EA = A(σ + σp)/0. Siccome sappiamo che qui E = σ/(0r),
troviamo:
σp = −
(
r − 1
r
)
σ
Con il segno ad indicare che le cariche di polarizzazione sono di segno opposto a quelle libere
in ogni interfaccia. v) Il dielettrico viene tolto a generatore staccato. Nell’operazione resta
invariata la carica Q accumulata sulle armature. Il nuovo potenziale e` V ′ = (d−δ)Q/(S0)
e la nuova capacita` e` C ′ = S0/(d − δ). L’energia immagazzinata nel condensatore e`
U ′ = 1/2C ′V ′2 =
2S0
d− δ
(
r
r + 1
)2
V 20 . Dopo la rimozione della lamina invece abbiamo
un potenziale V ′′ = dQS0 e una capacita` C
′′ = S0/d, da cui troviamo U ′′ = 1/2C ′′V ′′2. Il
lavoro compiuto nella rimozione della lamina e`:
L = U ′′ − U ′ = 2S0V
2
0 d
(d− δ)2
(
r
r + 1
)2
Se chiamiamo x la distanza orizzontale tra la il bordo della lamina e il bordo delle
armature, la forza che dobbiamo fare sulla lamina si trova come F (x) = −dU(x)dx xˆ, dove
U(x) e` l’energia immagazzinata nel condensatore quando la lamina viene sfilata per una
distanza x. Troviamo:
U(x) = U ′ +
σ2δ
√
S
20
· x e |F | = σ
2δ
√
S
20
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Problema 2. Un filo rettilineo molto lungo e` percorso da una corrente stazionaria
if . Su un piano passante per il filo giace una spira conduttrice quadrata di lato L e di
resistenza complessiva R. Sia x la distanza tra il filo e il lato piu` vicino della spira, posta
come in figura 2. Tramite un’opportuna forza esterna la spira viene allontanata dal filo
con velocita` costante v perpendicolare al filo stesso.
i) Ricavare l’espressione della potenza dissipata per effetto Joule sulla spira in funzione
della distanza x della stessa dal filo.
ii) Che lavoro e` necessario compiere per spostare la spira da una distanza d1 = L ad una
distanza d2 = 2L?
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Figure 2
Soluzione.
i) Nella spira si genera una corrente indotta dovuta alla variazione del flusso del campo
magnetico concatenato con la stessa. Il campo magnetico prodotto dal filo nel piano della
spira e` dato da B(x) =
µ0if
2pix nˆ dove nˆ e` il versore ortogonale al piano con verso entrante.
Il flusso attraverso la spira e`:
Φs(B) =
µ0ifL
2pi
∫ x+L
x
1
x′
dx′ =
µ0ifL
2pi
log
x+ L
x
Il modulo della fem indotta e` dato da:
|| = | − dΦ
dt
| = µ0ifL
2v
2pix(x+ L)
La corrente indotta nella spira circola in senso orario (se vista in figura 2) e genera un
campo magnetico indotto concorde a quello del filo. La potenza dissipata e` data da
W (x) = (x)2/R, quindi:
W (x) =
µ0
2if
2L4v2
4pi2Rx2(x+ L)2
3
ii) La spira si muove a velocita` costante v, concorde con la forza F che viene fatta
sulla spira. Siccome forza e velocita` sono concordi, W (x) = F (x) · v = F (x)v. Il lavoro si
calcola come:
L =
∫
∆s
F · ds =
∫ d2
d1
W (x)
v
dx =
µ0
2if
2L4v
4pi2R
∫ 2L
L
1
x2(x+ L)2
L’ultimo integrale non e` di soluzione banale. La soluzione dell’integrale e`:∫ 2L
L
1
x2(x+ L)2
=
1
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